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Введение 
В электродинамике большую роль играют задачи о распространении 

электромагнитных волн в волноведущих структурах. Эти задачи в случае  
однородного заполнения волновода были подробно изучены в работах  
А. Н. Тихонова и А. А. Самарского. Однако при неоднородном заполнении 
волновода возникают значительно более сложные краевые задачи на соб-
ственные значения для систем уравнений Гельмгольца с разрывными коэф-
фициентами, причем на поверхностях разрыва коэффициентов условия со-
пряжения содержат спектральный параметр. В задачах для неоднородных 
структур спектральный параметр входит в условия сопряжения нелинейным 
образом. Задача становится несамосопряженной и нелинейной по спектраль-
ному параметру [1–3]. 

Для исследования таких задач на собственные значения оказывается 
естественным и эффективным применение метода операторных пучков.  
С помощью вариационного подхода исходная краевая задача сводится к изу-
чению некоторого операторного пучка в подходящем пространстве Соболева. 
Для исследования свойств операторов пучка можно использовать аппарат 
функционального анализа, а для изучения его спектральных свойств – хоро-
шо развитую теорию операторных пучков (см. [2–4]). В работах [1–5] в целом 
построена теория распространения нормальных волн в закрытых (экраниро-
ванных) неоднородных волноведущих структурах. Точнее, доказана дискрет-
ность спектра задачи, получены результаты о распределении и локализации 
характеристических чисел на комплексной плоскости. Кроме того, доказан 
ряд теорем о кратной полноте по Келдышу системы собственных и присо-
единенных векторов пучка в выбранных пространствах Соболева. 

Но для открытых (неэкранированных или частично экранированных) 
структур достаточно полной теории распространения нормальных волн до 
сих пор не построено. Из-за некомпактности соответствующих операторов  
(в силу неограниченности области) задача становится значительно сложнее: 
пучок уже не будет фредгольмовым, и известные теоремы о свойствах пучка 
применить не удается. В статье предлагается перейти к задаче в ограничен-
ной области с помощью представления решения через функцию Грина внеш-
ности достаточно большого круга и использования условий сопряжения. Но 
при этом теряется полиномиальная зависимость от спектрального параметра 
и голоморфность оператор-функции во всей комплексной плоскости. Первые 
результаты по исследованию этой задачи получены недавно [6] для круглого 
волновода. 

В последнее время в связи с прогрессом в области полимерных техно-
логий появились новые синтезированные киральные материалы, которые 
способствовали развитию интереса к исследованиям в этой области. В нашей 
стране киральными средами занимались и занимаются С. А. Третьяков,  
А. Н. Боголюбов, В. А. Неганов, О. В. Осипов и другие ученые. При взаимо-
действии электромагнитной волны с киральной средой наблюдается ряд спе-
цифических эффектов [7, 8]. 
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Исследование спектра открытых волноведущих структур приводит  
к тому, что в вариационном соотношении появляется оператор следа (на гра-
нице фиктивной области), нелинейным образом зависящий от спектрального 
параметра. Приходится анализировать уже не операторный пучок (как в [5]), 
а оператор-функцию. Тем не менее удается достаточно подробно изучить 
свойства оператор-функции и получить результаты о ее спектре. В статье до-
казывается дискретность спектра задачи о нормальных волнах неоднородной 
волноведущей структуры кругового сечения, заполненной киральной средой. 
Представлены результаты численного исследования спектра распространяю-
щихся поверхностных волн открытого волновода. 

Отметим, что мы рассматриваем лишь поверхностные волны, убываю-
щие на удалении от волновода в поперечном сечении (и накладываем соот-
ветствующие условия на бесконечности). Другие типы волн в данной статье 
не рассматриваются. 

1. Постановка задачи 
Волноведущую структуру будем рассматривать в трехмерном про-

странстве 3  с цилиндрической системой координат 0ρφz . Пространство за-
полнено изотропной однородной средой без источников с диэлектрической 
проницаемостью 0ε const≡  и магнитной проницаемостью 0 constμ ≡ , где 0ε  

и 0μ  – диэлектрическая и магнитная проницаемости вакуума. В 3  помещен 
цилиндрический металло-диэлектрический волновод с киральным слоем 

( ){ }0: , , : , 0 2z r rΣ = ρ ϕ ρ ≤ ϕ< π  , 

с образующей, параллельной оси Oz . Волновод имеет поперечное круговое 
сечение, показанное на рис. 1. Это кольцо с внутренним радиусом 0r  и внеш-
ним радиусом r . Граница 0rρ =  является проекцией поверхности идеально 
проводящего экрана, а граница rρ =  является проекцией поверхности ди-
электрика. 
 

 
Рис. 1. Поперечное сечение волноведущей структуры 
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В рассматриваемой задаче необходимо найти (нетривиальные) решения 
однородной системы уравнений Максвелла в виде бегущей волны, т.е. с гар-
монической зависимостью i ze γ  от продольной координаты z : 

 
rot ωε ,
rot ωμ ,

i
i

= − −ωχ
 = −ωχ

H E H
E H E

 


  (1) 

 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

,

.

iyz
z z

iyz
z z

E E E e

H H H e

ρ ρ ϕ ϕ

ρ ρ ϕ ϕ

= ρ + ρ + ρ

= ρ + ρ + ρ

E e e e

H e e e
  (2) 

При этом должны быть удовлетворены условия ограниченности 
энергии поля в любом конечном объеме, краевые условия для касательных 
составляющих электрического поля на поверхности идеального провод-
ника: 

 
00

0, 0,z rr
E Eϕ ρ=ρ=

= =   (3) 

и условия непрерывности касательных составляющих полей на границе раз-
дела сред 

 
[ ]

[ ]

0, 0,

0, 0,

z rr

z rr

E E

H H

ϕ ρ=ρ=

ϕ ρ=ρ=

  = = 

  = = 
  (4) 

где [ ] ( ) ( )
0 0 00 0

lim limf f f
ρ ρ→ρ − ρ→ρ +
= ρ − ρ , а также условие излучения на беско-

нечности: убывание электромагнитного поля при ρ→∞ . 
Диэлектрическая проницаемость, магнитная проницаемость и кираль-

ность во всем пространстве имеют вид 

 
( ) 0

0

, ,
, ;

r r
r

ε ρ ≤ ρ ≤ε = 
ε ρ >

  
( ) 0

0

, ,
, ;

r r
r

μ ρ ≤ ρ ≤μ = 
μ ρ >

  0, ,
0, ,

r r
r

χ ≤ ρ ≤
χ =  ρ >
   (5) 

где ( ) [ ]1
0, ,C r rε ρ ∈  

[ ]
( )

0
0

,
min ,
r r
ε ρ > ε  ( ) [ ]1

0, ,C r rμ ρ ∈  
[ ]

( )
0

0
,

min
r r
μ ρ > μ  и χ  – ве-

щественная постоянная. 
Принята следующая классификация волн [1–4]. В зависимости от спек-

трального параметра γ  (постоянной распространения) волны бывают трех 
типов: распространяющиеся, затухающие, комплексные. 

Определение 1. Распространяющаяся волна характеризуется действи-
тельным параметром γ . 

Определение 2. Затухающая волна характеризуются чисто мнимым па-
раметром γ . 

Определение 3. Комплексная волна характеризуется комплексным па-
раметром γ  таким, что Re Im 0.γ γ ≠  
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В зависимости от условия на бесконечности волны бывают двух типов: 
поверхностные и вытекающие. В статье рассматриваются только поверхност-
ные волны. 

Определение 4. Поверхностная волна удовлетворяет условию 
( ) 0,u ρ →  .ρ→∞  

Таким образом, рассматривается задача о распространении поверх-
ностных волн в волноведущей структуре, которая заключается в нахождении 
собственных значений для системы уравнений Максвелла (с перечисленными 
выше условиями) относительно спектрального параметра γ  – постоянной 
распространения волноведущей структуры. 

Запишем систему уравнений Максвелла (1) в координатной форме: 

 
( )

( )

,

,

1 ,

,

,

1 ,

z

z z

z

z z

i H i E H

i H H i E H

H i E H

i E i H E

i E E i H E

E i H E

ϕ ρ ρ

ρ ϕ ϕ

ϕ

ϕ ρ ρ

ρ ϕ ϕ

ϕ

− γ = − ωε −ωχ
 ′γ − = − ωε −ωχ
 ′ ρ = − ωε −ωχ
ρ

 − γ = ωμ −ωχ
 ′γ − = ωμ −ωχ
 ′ρ = ωμ −ωχ ρ

 

 

 







  (6) 

и представим функции Eρ  Hρ  zE  zH  через Eϕ  и Hϕ  , используя 1, 3, 4 и  
6-е уравнение последней системы. Получаем выражения: 

 

( ) ( )

( ) ( )
2 2

2 2

1, ,

1, .

z

z

E i Hi E H
E E

H i Ei H E
H H

ϕ ϕϕ ϕ
ρ

ϕ ϕϕ ϕ
ρ

′ ′χ ρ + μ ρχ −μγ= = −
ω ωρχ − εμ χ − εμ

′ ′χ ρ − ε ρχ + εγ= = −
ω ωρχ − εμ χ − εμ

  

    

  

    

  (7) 

Из данных формул видно, что поле в волноводе может быть представ-
лено при помощи двух скалярных функций: 

 ( ) ( ): , : .e mu iE u Hϕ ϕ= ρ = ρ   (8) 

Отсюда следует, что достаточно найти функции eu  и mu  – касательные 

компоненты электрического и магнитного полей. Всюду ( )′⋅  обозначает диф-
ференцирование по ρ . 

Для касательных компонент поля eu  и mu  имеем следующую задачу на 
собственные значения: требуется найти такие γ∈ , для которых существу-
ют нетривиальные решения системы дифференциальных уравнений 

( ) ( )2 ,e e e e e m m m mu h u g u f u k u′′′ ′+ + − γ = ρ +    
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 ( ) ( )2 ,m m m e m e e e eu h u u f u k u′′′ ′+ + − γ = ρ +  g   (9) 

где 

2
1 ,eh

′εμ= +
ρχ − εμ

 
  

 2
1 ,mh

′ε μ= +
ρχ − εμ

 
  

 

( )2 2
2 2

1 1 ,eg
′εμ= ω χ + εμ − +

ρρ χ − εμ
   

  
 ( )2 2

2 2
1 1 ,mg

′ε μ= ω χ + εμ − +
ρρ χ − εμ

   
  

 

( )2
,ef

′χε=
ρ χ − εμ

 
  

 ( )2
,mf

′χμ=
ρ χ − εμ

 
  

 22 ,ek = − ω χε    22 ,mk = − ω χμ    

удовлетворяющие граничным условиям и условиям сопряжения на границах 
0r  и r  

[ ] [ ]
0 0

0, 0, 0, 0,e m e mr r r ru u u u′= = = =  

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 20, 0,e m m e

r r

u u u u   ′ ′ ′ ′χ ρ −μ ρ χ ρ − ε ρ   = =
   χ − εμ χ − εμ   

  
    

  (10) 

условию ограниченности энергии поля во всякой конечной области и усло-
вию на бесконечности: для поверхностных волн: ( ) 0,eu ρ →  ( ) 0,mu ρ →  

;ρ→∞  для вытекающих волн: ( ) ,eu ρ →∞  ( ) ,mu ρ →∞  .ρ→∞  
Решив задачи (9)–(10) и найдя компоненты поля eu  и mu , можно, под-

ставив их в формулу (7), определить поперечные составляющие. Определен-
ное так поле ,E H  удовлетворяет всем условиям (1)–(4). 

При rρ >  имеем 0′ε =  и 0χ = , тогда из (9) получаем систему 

( )

( )

2
2

2
2

1 0,

1 0,

e e

m m

u u

u u

 ′′ρ − ρ κ + =  ρ 
 ′′ρ − ρ κ + =  ρ 

  

где 2 2 2
0 0.κ = γ −ω ε μ  

Пользуясь тем, что у поверхностных волн электромагнитное поле зату-
хает на бесконечности, получаем решение последней системы в виде 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 1

; , ,

; , ,
e

m

u m C K

u m C K

ρ γ = κρ

ρ γ = κρ
  (11) 

где функция 1K  – модифицированная функция Бесселя (функция Макдо-
нальда) [9], 1C  и 2С  – постоянные. 
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В силу условия на бесконечности выбираем квадратный корень следу-
ющим образом: 

( )2 2 2
0 0 0 0 0

1 Re
2cκ = γ − ε μ = γ − ε μ + γ − ε μ +  

( ) ( )2 2 2
0 0 0 0 0 0sign Im Re

2
i+ γ − ε μ γ − ε μ − γ − ε μ . 

При 0r r≤ ρ ≤  имеем ( )ε = ε ρ , и из (9) мы получаем систему диффе-
ренциальных уравнений: 

 
( ) ( )

( ) ( )

2

2

: ,

: ,

e e e e e e m m m m

m m m m e m e e e e

Lu u h u g u f u k u

Lu u h u g u f u k u

′′′ ′= + + − γ = ρ +

′′′ ′= + + − γ = ρ +
  (12) 

где 

2
1 ,eh

′εμ= +
ρχ − εμ

 2
1 ,mh

′ε μ= +
ρχ − εμ

 

( )2 2
2 2

1 1 ,eg
′εμ= ω χ + εμ − +

ρρ χ − εμ
 ( )2 2

2 2
1 1 ,mg

′ε μ= ω χ + εμ − +
ρρ χ − εμ

 

( )2
,ef

′χε=
ρ χ − εμ

 ( )2
,mf

′χμ=
ρ χ − εμ

 22 ,ek = − ω χε  22 .mk = − ω χμ  

Если известно решение вне волновода, то задача в неограниченной об-
ласти может быть сведена к задаче на собственные значения на отрезке 
[ ]0,r r . Введем следующее 

Определение 5. Если существуют нетривиальные функции eu  и mu , 
отвечающие некоторому γ∈ , которые при rρ >  определяются решениями 
(11), а при 0r r≤ ρ ≤ являются решением системы уравнений (12), и функции 

eu  и mu  удовлетворяют условиям сопряжения (10), то γ  называется характе-
ристическим числом задачи. 

Определение 6. Пару функций eu  и mu , 2 2 0e mu u+ ≡ , будем назы-
вать собственным вектором задачи, отвечающим характеристическому числу 
γ∈ . 

Лемма 1. Если γ  – характеристическое число задачи, то ,−γ  γ  и −γ  
также являются характеристическими числами задачи с собственными векто-
рами ( ) ( ), , ,e m e mu u u u−  и ( ),e mu u−  соответственно. 

2. Вариационная постановка 

Будем искать решения eu  и mu  задачи в пространствах Соболева соот-
ветственно 
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( ) ( ){ }0

1 1
0 0 0, : , , 0rH r r f f H r r f= ∈ =  и ( )1

0,H r r  

со скалярным произведением и нормой: 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2 2 2
11 1, , , .

r r

r r

f g f g fg d f f f f f d′ ′= + ρ = = + ρ   

Здесь мы используем обозначение для пространства Соболева 
( )1

0 0 ,H r r , не совпадающее со стандартным: в нашем случае 
0

0rf = , но, во-

обще говоря, 0rf ≠ . Очевидно, имеет место вложение ( ) ( )1 1
0 0 0, ,H r r H r r⊂ . 

Для вариационной формулировки задачи умножим уравнения системы 
(12) соответственно на произвольные пробные функции ev  и mv , считая их 
пока непрерывно дифференцируемыми на отрезке [ ]0,r r . Используя формулу 
Грина, получаем 

( )
0 0 0 0

2
r r r r

r r r r

vLud u vd hu vd g uvd′′ ′ρ = ρ+ ρ− γ − ρ =     

 ( )0
0 0 0

2 ,
r r r

r
r

r r r

u v u v d hu vd g uvd′ ′ ′ ′= − ρ+ ρ− γ − ρ     (13) 

где , , , ,j j j ju u v v h h g g j e= = = = =  или m . 
Применяя полученную формулу (13) отдельно для первого и второго 

уравнений системы (12) на отрезке [ ]0,r r  и складывая результаты, полу-
чим 

( ) ( )
0 0

2
r r

e e m m e e m m
r r

v Lu v Lu d u v u v d+ ρ = −γ + ρ −   

( ) ( )
0 0

r r

e e m m e e e m m m
r r

u v u v d h u v h u v d′ ′ ′ ′ ′ ′− + ρ + + ρ +   

 ( ) ( )
0

( ) ( ) ( ) ( ) .
r

e e e m m m e e m m
r

u v u v d u r v r u r v r′ ′+ + ρ + + g g   (14) 

Принимая во внимание правые части уравнений системы (12), имеем 

( )
0

r

e e m m
r

v Lu v Lu d+ ρ =  
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 ( ) ( )( ) ( )
0 0

.
r r

e e m m m e e e m m m e
r r

f u v f u v d k u v k u v d′ ′= ρ + ρ ρ + + ρ    (15) 

Так как решения (11) вне волновода известны, выразим из формул (10) 
нормальные производные на границе rρ = : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 ,e e mu r F u r F u r
r

 μ χ′ = κ γ − + κ γ ε ε 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 ,m m eu r F u r F u r
r

 ε χ′ = κ γ − + κ γ μ μ 
  (16) 

где 

( ) ( )
( )

0

1
.

K r
F

K r
κ

γ = −
κ

 

Из (14), с учетом (15) и (16) получаем вариационное соотношение 

( ) ( )
0 0

2
r r

e e m m e e m m e e m m
r r

u v u v d u v u v u v u v d′ ′ ′ ′γ + ρ + + + + ρ −   

( ) ( )( ) ( )
0 0

1 1
r r

e e e m m m e e e m m m
r r

u v u v d h u v h u v d′ ′− + + + ρ − + ρ + g g  

( ) ( )( ) ( )
0 0

r r

e e m m m e e e m m m e
r r

f u v f u v d k u v k u v d′ ′+ ρ + ρ ρ + + ρ +   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1
e m eF u r F u r v r

r
  μ χ+ κ γ − + κ γ +   ε ε  

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 0.m e mF u r F u r v r
r

  ε χ+ κ γ − + κ γ =   μ μ  
  (17) 

Вариационное соотношение (17) получено для гладких функций ev   

и mv . Соотношение (17) распространяется на любые функции ( )1
0 0 , ,ev H r r∈  

( )1
0 ,mv H r r∈  по непрерывности в силу ограниченности соответствующих 

квадратичных форм, что будет показано ниже. 
Пусть ( ) ( )1 1

0 0 0, ,H H r r H r r= ×  – декартово произведение гильберто-
вых пространств со скалярным произведением и нормой: 

( ) ( ) ( ) 2 2 2
1 1 2 2 1 21 1 1 1, , , ; , ,u v u v u u H= + = + ∈u, v u u v  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 2 1 2 1 1 0 0 2 2 0, , , , , , , , , .T Tu u v v u v H r r u v H r r= = ∈ ∈u v  
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Тогда интегралы, входящие в (17), можно рассматривать как полутора-
линейные формы над полем  , заданные на H  от аргументов 

( ) ( ), , , .T T
e m e mu u v v= =u v  

Эти формы определяют [10] некоторые линейные ограниченные опера-
торы :T H H→  по формуле 

 ( ) ( ), , , ,t T H= ∀ ∈u v u v v   (18) 

при условии, что сами формы ограничены: ( ) .t C≤u, v u v  Линейность 
следует из линейности формы по первому аргументу, а непрерывность из 
оценок 

( )2 , .T t T C T= ≤u u u u u  

Рассмотрим полуторалинейные формы и порождаемые ими операторы: 

( )
0

( ) : ( ), ,
r

e e m m
r

k u v u v d K H= + ρ = ∀ ∈u,v u,v v  

( ) ( )( ) ( )
0

1 1( ) : 1 1 , , ,
r

e e e m m m
r

k g u v g u v d K H= + + + ρ = ∀ ∈u, v u v v  

( ) ( )
0

( ) : , , ,
r

e e m m m e
r

k k u v k u v d K H= + ρ = ∀ ∈u, v u v v   

( )
0

( ) : ( ), ,
r

e e m m e e m m
r

a u v u v u v u v d I H′ ′ ′ ′= + + + ρ = ∀ ∈u, v u,v v  

( )
0

1 1( ) : ( ), ,
r

e e e m m m
r

b h u v h u v d B H′ ′ ′ ′= + ρ = ∀ ∈u, v u, v v  

( ) ( )( )
0

2 2( ) : ( ), .
r

e e m m m e
r

b f u v f u v d B H′ ′= ρ + ρ ρ = ∀ ∈u, v u,v v  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1
e m es F u r F u r v r

r
  μ χ= κ γ − + κ γ +   ε ε  

u,v  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0

1 , , .m e mF u r F u r v r S H
r

  ε χ+ κ γ − + κ γ = γ ∀ ∈   μ μ  
u v v  (19) 

Теперь вариационную задачу (17) можно записать в операторном виде: 
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( ( ) ) 0,N Hγ = ∀ ∈u, v v  

или эквивалентно 

 ( )( )2
1 1 2( ) : 0.N K I K B B K Sγ = γ + − − + + + γ =u   (20) 

Уравнение (20) – операторная запись вариационного соотношения (17). 
Характеристические числа и собственные векторы N совпадают по определе-
нию с собственными значениями и собственными векторами исходной задачи 
на собственные значения на отрезке [ ]0,r r . 

3. Исследование спектра 
Задача о поверхностных электромагнитных волнах в неоднородном от-

крытом волноводе с киральным слоем свелась к изучению спектральных 
свойств оператор-функции N. Приведем следующие утверждения о свойствах 
операторов, входящих в оператор-функцию ( )N γ , которые понадобятся  
в дальнейшем (доказательство см. в [5, 6]). 

Лемма 2. Ограниченные операторы ,K  1K  и :K H H→  являются 
компактными и 0K > . 

Лемма 3. Операторы 1B  и 2 :B H H→  являются компактными. 
Лемма 4. Оператор :S H H→  является компактным. 
Обозначим через ( )Nξ  резольвентное множество оператор-функции 

( )N γ , т.е. совокупность тех γ∈ , при которых оператор ( )N γ  имеет огра-
ниченный обратный. Спектр ( )N γ , будем обозначать через ( );Nσ  

( ) ( )\ .N Nσ = ξ  
Теорема 1. Оператор-функция ( ) :N H Hγ →  является ограниченной, 

голоморфной и фредгольмовой в области \ ,Λ = Λ  

{ }2 2 2
0 0: Im 0,Λ = γ γ = γ ≤ ω ε μ . 

Доказательство. В области Λ  оператор-функция ( ) :N H Hγ →  явля-
ется ограниченной и голоморфной. Оператор-функция ( )N γ  фредгольмова 
как сумма обратимого I  и компактных 1 1 2, , , ,K K B B K  и S  операторов. 

Лемма 5. Существует γ∈   такое, что оператор ( )N γ  непрерывно об-

ратим, т.е. резольвентное множество ( ) ( ){ }1: : :N N H H−ξ = γ ∃ γ →  оператор-

функции ( )N γ  не пусто; ( ) .Nξ ≠ ∅  

Доказательство. Пусть 0 0 0γ = ω ε μ , тогда 

 2 2
0 0 0.κ = γ −ω ε μ =   (21) 

Рассмотрим оператор-функцию ( )N γ  на множестве 0 0[ , )tγ γ +  для не-
которого 0t > . Эта функция непрерывна на указанном множестве в силу (19), 
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(20), выбора ветви квадратного корня и асимптотики функций при 0z→+  
( )z R∈ : 

( ) ( ) ( )0 1 0
1ln , , 0.K z z K z F
z

∼ − ∼ γ =  

Тогда если существует и ограничен оператор ( )1
0 :N H H− γ → ,  

то найдется такое 00 t t< < , что оператор ( )1
0 0N t− γ +  также будет ограни-

ченным и ( )0 0t Nγ + ∈ξ . Таким образом, в силу фредгольмовости ( )N γ  до-
статочно доказать, что уравнение ( )0 0N γ =u  имеет только тривиальное ре-
шение. 

Варьируя функции ev  и mv  в (17), получаем, что выполнено (16). Тогда 
при 0γ = γ  (соответственно, 0κ = ) и имеем ( ) ( ) 0e mu r u r′ ′= = . Подставляя 
эти выражения в условия сопряжения (10), нетрудно проверить, что  
при ( )( ) ( )( )2

0 0r rχ ≠ ε − ε μ −μ  необходимо ( ) ( ) 0e mu r u r= = . Но тогда мы 
имеем задачу Коши для системы дифференциальных уравнений второго по-
рядка (9) с однородными (нулевыми) начальными условиями. Откуда в силу 
гладкости коэффициентов уравнений находим, что ( ) ( ) 0e mu r u r≡ ≡ . Заме-
тим, что точка 0 0tγ +  лежит в области голоморфности оператор-функции 
( )N γ , поэтому непустота резольвентного множества доказана. 

Теорема 2. Спектр оператор-функции ( ) :N H Hγ →  является дискрет-
ным в Λ , т.е. имеет конечное число характеристических точек конечной ал-
гебраической кратности в любом компакте 0K ⊂ Λ . 

Доказательство. Утверждение теоремы является следствием теоремы 1 
и теоремы о голоморфной оператор-функции [11]. 

4. Проекционный метод 
Используя вариационное соотношение (17), применим проекционный 

метод [12] для получения системы алгебраических уравнений. Разделим от-

резок [ ]0,r r  на n  равных отрезков длиной 0r rh
n
−

= . Определим набор из n  

отрезков 

( ) ( )0 01 , 1 , 1,..., 1i r i h r i h i nΦ =  + − + +  = −   и ( )0 1 ,n r n h rΦ =  + −    

и набор из ( 1)n +  отрезков 

[ ] ( )1 0 0 0 0, , 2 , , 2,...,jr r h r i h r il j nΨ = + Ψ =  + − +  =   и ( )1 0 1 ,n r n h r+Ψ =  + −   . 

Эти отрезки будем называть носителями. 
В соответствии со схемой проекционного метода выберем базисные 

функции iϕ  и jψ  будем определять приближенное решение уравнения (18) 
как линейную комбинацию базисных функций. Базисные функции определе-
ны на носителях iΦ  и jΨ . 
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Базисные функции iϕ , определенные на iΦ , имеют вид 

 

( )

( )

0
0

0
0

1
, ,

1, 1
1

, ,
i

r i h
r ih

h i n
r i h

r ih
h

ρ− − −
ρ < +ϕ = = −

ρ− − +− ρ > +

  (22) 

и 

 n
r h
l

ρ − +ϕ = .  (23) 

Соответственно базисные функции jψ , определенные на jΨ , имеют 
вид 

 
2 2 2

0 0
1 2

2r r h
h

ρ − ρ + −
ψ = − , (24) 

 

2 2
0 0

02
2

0
0

2 , ,

2 , ,

r r r h
h

r h r h
h

ρ − ρ+ ρ < +ψ = 
ρ− −− ρ > +

  (25) 

 

( ) ( )

( )

0
0

0
0

2
, 1 ,

3,
, 1 ,

j

r i h
r i h

h j n
r ih r i h
h

ρ− − −
ρ < + −ψ = =

ρ− −− ρ > + −

  (26) 

и 

 1n
r h
h+

ρ − +ψ = . (27) 

Отметим, что так определенные базисные функции учитывают краевые 
условия (10). Приближенные решения рассматриваемой задачи будем искать 
в виде 

 
1

1 1
,

n n

e i i m j j
i j

u u
+

= =
= α ϕ = β ψ  ,  (28) 

где iα , jβ  – неизвестные коэффициенты. 
Подставляя функции eu  и mu  вида (28) в вариационное соотношение 

(17), получим систему линейных алгебраических уравнений относительно iα  
и jβ  (для фиксированного значения γ ): 

 ( ) 0A xγ = ,  (29) 

где матрицы ( )A A= γ  и x  имеют вид 
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1,1 1, 1,1 1, 1
1

,1 , ,1 , 1

1,1 1, 1,1 1, 1 1

1,1 1, 1,1 1, 1 1

,

n n
ee ee em em

n n n n n n
ee ee em em n

n n
me me mm mm

n n n n n n n
me me mm mm

A A A A

A A A A
A x

A A A A

A A A A

+

+

+

+ + + + + +

  α  
  
  
 α = =    β  
  
    β   

 

 
      

 

 
     

 

, 

с коэффициентами 
, 2

i i i i

i j
ee i j i j e i j e i jA d d g d h d

Φ Φ Φ Φ

′ ′ ′ ′= γ ϕ ϕ ρ+ ϕ ϕ ρ− ϕ ϕ ρ− ϕ ϕ ρ+     

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 , , 1,i j
r

F r r i j n
r

 μ 
+κ γ − ϕ ϕ = ε 

, 

( )( ) ( ) ( ) ( ),

0
, 1, , 1, 1,

i

i j
em e i e i j i jA f k d F r r i n j n

Φ

χ′= ρϕ + ϕ ψ ρ + κ γ ϕ ψ = = +
μ  

( )( ) ( ) ( ) ( ),

0
, 1, , 1, 1,

i

i j
me m i m i j i jA f k d F r r i n j n

Φ

χ′= ρψ + ψ ϕ ρ + κ γ ψ ϕ = = +
ε  

, 2

i i i i

i j
mm i j i j m i j m i jA d d d h d

Ψ Ψ Ψ Ψ

′ ′ ′= γ ψ ψ ρ + ψ ψ ρ − ψ ψ ρ − ψ ψ ρ +   g  

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 , , 1, 1i j
r

F r r i j n
r

 ε 
+κ γ − ψ ψ = + μ 

. 

Матрица A  имеет размерность ( ) ( )2 1 2 1n n+ × + .  
Обозначим через Δ  определитель матрицы ( )A γ : 

 ( ) ( )det AΔ γ ≡ γ .   

Будем искать приближенные решения γ∈   как решения уравнения 

( ) 0Δ γ = . Если интервал , γ γ   таков, что ( ) ( ) 0Δ γ ×Δ γ < , то это означает, 

что существует , γ∈ γ γ  , которое является характеристическим числом пуч-
ка и, соответственно, постоянной распространения рассматриваемой задачи. 
За счет увеличения n  это значение может быть вычислено с любой заданной 
точностью. 

5. Численные результаты 
В качестве модельной рассмотрим задачу со следующими параметра-

ми: 0 2,r =  4,r =  4 ,ε = + ρ  1,μ =  0 0 1.ε = μ =  Дисперсионные кривые для 
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двух волн (графики зависимости нормированной постоянной распростране-
ния /γ ω  от частоты ω ) приведены на рис 2.  

 

 
Рис. 2. Дисперсионные кривые. Красные точки соответствуют  

киральному заполнению волновода 0,01χ = . Синие кривые соответствуют  
волноводу заполненному неоднородным диэлектриком 0χ =  

 
Рисунок 2 показывает, что киральное заполнение слоя в определенном 

диапазоне частот существенно влияет на свойства распространяющихся волн.  
Предложенный метод позволяет вычислять характеристики волноводов 

кругового сечения с неоднородным киральным слоем.  
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